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III

EQUAZIONI INTEGRO-DIFFERENZIALI ED 

EQUAZIONI ALLE DERIVATE FUNZIONALI

«Rend. Acc. Lincei», ser. 5a, vol. XXIII1, 19141;
pp. 551-577.

1. Nel § 3 della mia Nota:  Sulle equazioni alle deri­
vate funzionali1, ho messo in luce la relazione fra equa­
zioni  integro-differenziali  del  1°  ordine  ed  equazioni 
alle derivate funzionali, limitandomi al caso della linea­
rità per esaminare l'esempio più semplice. Mi permetto 
ora di estendere i detti risultati.

2. Sia 










 ξθ zx,,F

1

0
 una funzione che dipende da tutti i 

valori di θ(ξ) nell'intervallo 0 , 1 e da due parametri x e 
z. Se θ(ξ) dipenderà anche da un parametro α, avremo 
che F sarà una funzione ordinaria di x , z , α; ed in parti­
colare, se prenderemo z = α, F sarà una funzione ordina­
ria di x , z. Prendiamo dunque θ(ξ) = f(ξ , z) e conside­
riamo2

1 «Rend. Acc. Linc.», 15 marzo 1914. [In questo volume delle 
«Opere », II, pp. 5-12].

2 Cfr. la nota al § 3 della citata Memoria, p. 395.
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










 ξ zxzf ,,,F

1

0

e l'equazione
(I) .,,,F),( 1

0











 ξ=

∂
∂ zxzf

z
zxf

Per  semplicità  supponiamo  che  










 ξθ zx,,F

1

0
 possa 

considerarsi indipendente dalle derivate di θ(ξ)3; allora 
diremo che la (I) è una  equazione integro-differenziale  
del 1° ordine per rapporto a z.

Per giustificare questa denominazione, basta pensare 
che F, sotto certe condizioni almeno, potrà esprimersi o 
per  mezzo di  una serie analoga a quella di  TAYLOR4 o 
analoga a quelle polinomiali di  WEIERSTRASS5, e quindi, 
per mezzo di integrazioni multiple applicate alla f.

Nel caso particolare in cui F è della forma

( ) ( ) ,,,
1

0

ξξϕξ∫ dxzf

in cui φ(x, ξ) è una funzione determinata, si ricade nella 
equazione integro-differenziale considerata nel § 3 della 

3 Considereremo in altri lavori il caso adesso escluso.
4 VOLTERRA,  Équations  intégrales  et  intégro-différentielles,  p. 

24, Paris, Gauthier-Villars, 1913.
5 Cfr.  GATEAUX,  Sur la représentation des fonctionnelles conti­

nues,  «Rend.  Acc.  Linc.»,  21 dicembre 1913,  p.  646.  Le serie 
analoghe a quelle polinomiali di Weierstrass furono date dappri­
ma dal sig. Fréchet.
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Nota citata.

3. Supponiamo l'assoluta continuità di F rispetto agli 
elementi variabili; e supponiamo che, qualunque siano x 
e z, purché 1 ≥ x ≥ 0 , a + l ≥ z ≥ a – l, si abbia

,A,,F,,F
1

0
1

1

0
ε<










 ξθ−










 ξθ zxzx

se |θ(ξ) – θ1(ξ)| <ε per ξ compreso fra 0 e 1, e θ(ξ) e 
θ1(ξ) compresi fra ψ(ξ) + k e ψ (ξ) – k; ove A denota una 
certa quantità costante e ψ(ξ) una funzione continua. Al­
lora,  applicando il  metodo delle  approssimazioni  suc­
cessive, l'integrale della equazione precedente si  potrà 
mettere sotto la forma

(1) ,,,)(),(
1

0











 ξΘ+= zxxzxf ψψ

in cui Θ si annulla per z = a. La detta forma dell'integra­
le f sarà valida per 1 ≥ x ≥ 0, e z compreso in un certo 
intorno del punto  a. È evidente che  ψ(x) rappresenta il 
valore iniziale di f(x , z) per z = a.
L'equazione (1) si può anche scrivere

(1') ( )[ ] ,,,,F)(),(
0

ζζζξ+λ= ∫ dxfxzxf
z

ψ

la quale dovrà coincidere colla (1) se si fa il parametro 
costante λ eguale ad 1.

Nella ipotesi, che la 










 ξθ zx,,F

1

0
 sia sviluppabile in se­
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rie analoga a quella di TAYLOR rispetto a θ(ξ), ed i nuclei 
dei varî termini siano funzioni olomorfe di z nell'intorno 
di z = a, si potrà sviluppare f(x , z) in serie di potenze di 
λ e di z – a, seguendo un procedimento analogo a quello 
che ho impiegato nel § XVI del Cap. III delle mie lezio­
ni  sulle  equazioni  integrali  ed integro-differenziali.  In 
tal caso ci si può evidentemente estendere, per rapporto 
a z, dal campo reale al campo complesso.

Consideriamo z come un parametro costante, e risol­
viamo l'equazione (1) rispetto a ψ(x)6. Avremo

.,,,),()(
1

0
1 










 ξΘ+= zxzfzxfxψ

Si riconosce facilmente che, se si indica con

,
1

0 










θΘ x

una quantità che dipende arbitrariamente da θ(x) per  x 
compresa fra 0 e 1 (senza punti eccezionali), e se per 
θ(x) si sostituisce

,,,)(
1

0
1 










 ξϕΘ+ϕ zxx

si avrà

,,,,)(
1

0

1

0
1 










 ξϕΩ=



















 ξϕΘ+ϕΦ zzxx

la quale soddisfa l'equazione alle derivate funzionali
6 Cfr. VOLTERRA, Leçons sur les fonctions de lignes, Paris, Gau­

thier-Villars, 1913, chap. IV.
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,0,,F,,'
1

0

1

0

1

0

=










 ξϕ










 ξϕΩ+

∂
Ω∂

∫ dxzxxz
z

ove












 ξϕΩ xz,,'

1

0

denota la derivata di Ω rispetto a φ fatta nel punto  x. 
Questa  proposizione  costituisce  una  facile  estensione 
del teorema dato nella precedente Nota (§ 3).

4. Di speciale interesse sono le equazioni del tipo ca­
nonico.

Abbiasi

,,,H
1

0

1

0











 ξϕ





 ξ zf

e supponiamo che, nell'ipotesi di z costante, sia

.)(,,,'H)(,,,'HH
1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0
dxxxzfdxxfxzff δ ϕξϕξδξϕξδ ϕ∫∫ 
















+
















=

Le equazioni

(II)











 ξ





 ξ=

∂
∂

ϕ xzzpzq
z

zxq ,,,,,H),( 1

0

1

0

'












 ξ





 ξ−=

∂
∂ xzzpzq

z
zxp

f ,,,,,H),( 1

0

1

0

'

si diranno di tipo canonico.
Siano le derivate di
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(2) ,,,
1

0

1

0











 ξ





 ξΦ zaq

fatte rispetto a q(ξ) e a(ξ) nel punto x, rispettivamente

(3) 










 ξ





 ξΦ xzaqq ,,,

1

0

1

0

' , .,,,
1

0

1

0

'











 ξ





 ξΦ xzaqa

Denotiamole, per semplicità, con
(4) ),(' xzqΦ , ).,(' xzaΦ

Se Φ non ha punti  eccezionali  e  soddisfa  l'equazione 
alle derivate funzionali

(III) ,0,,,H
1

0

'
1

0
=










 ξΦ





 ξ+

∂
Φ∂ zzq
z q

gl'integrali delle equazioni (II) si potranno ricavare dalle 
relazioni

(5)
)(,,,,

1

0

1

0

' xbxzazqa =










 ξ





 ξΦ

),,(,,,,
1

0

1

0

' zxpxzazqq =










 ξ





 ξΦ

ove  b(x)  rappresenta  una funzione  continua arbitraria, 
purché si  ammetta,  inoltre, che,  nell'ipotesi  di  z e  x e 
a(ξ) invariabili, sia

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ,)(,,,,)(A,,,
1

0

"' dyyqyxzaqxqxzaq aqa δξξΦ+δ=ξξΦδ ∫
e l'equazione integrale

9
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( ) ( )[ ] )()(,,,,)(A
1

0

" xdyyyxzaqx aq θ=ξξΦ+ ∫ ψψ

abbia,  almeno entro un certo campo,  per  la  incognita 
ψ(x) una soluzione unica, determinata e finita7.

5. Nella ipotesi che H non contenga z, prendiamo Φ 
indipendente da  z, onde sopprimiamo nelle espressioni 
(2), (3) e (4) la variabile z e scriviamo queste ultime
(4') Φ'q(x) , Φ'a(x).

Supponiamo che, invece della (III), sia soddisfatta la 
relazione

(IV) 0    ,     H
1

0

'
1

0
=










 ξΦ





 ξ+ qqh

con

 
1

0











 ξΩ= ah , .)( ,

1

0

1

0

' dxxaxah a δ










 ξΩ=δ ∫

Allora, alle (5), potremo sostituire le altre

(5')











 ξΩ+=










 ξ





 ξΦ xazxbxazq aa ,)(,,,

1

0

'
1

0

1

0

'

).,(,,,
1

0

1

0

' zxpxazqq =










 ξ





 ξΦ

6.  Come esempio mi  permetto di  svolgere  un caso 
particolare che corrisponde al caso di  STÄCKEL della se­

7 VOLTERRA, Leçons sur les fonctions de lignes, chap. IV.
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parazione delle variabili8.
Sia g (x , y , q(x)) = γ(x , y) una funzione composta di 

q(x) nel senso ordinario.
Calcoliamo Γ(x , y), tale che il teorema di reciprocità 

sia soddisfatto9,

( ) ( ) ,,,),(),(
1

0

ξξΓξγ−=Γ+γ ∫ dyxyxyx

nell'ipotesi del determinante diverso da zero. Γ(x , y) di­
penderà da tutti i valori di q(x) per x compreso fra 0 e 1, 
onde potremo scrivere

.,,G),(
1

0











 ξ=Γ qyxyx

Prendiamo

dyyqyxxqx )(,,G2)(2,A
1

0

1

0

1

0
λ










 ξ+λ=










 ξ ∫

,,,A
2
1U

1

0

1

0

1

0

1

0
dxqxqxq 












 ξ










 ξ=










 ξ ∫ ψ

ove y(x) è una funzione arbitraria e ψ(x , q(x)) pure una 
funzione  arbitraria  composta,  nel  senso  ordinario,  di 
q(x).

Formiamo

8 Cfr.  CHARLIER,  Die Mechanik des Himmels, tomo I, Leipzig 
1902, p. 77 e sg.

9 VOLTERRA,  Équations  intégrales  et  intégro-différentielles,  p. 
105.
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.U)(,A
2
1,H

1

0

2
1

0

1

0

1

0

1

0











 ξ−










 ξ=










 ξ





 ξ ∫ qdxxpqxpq

Ciò premesso, calcoliamo

( ) ( )∫ ∫ ξξξ++=
q

dqdqxgaxaqxqx
0

1

0

,,)(),(),(F ψ

.))(,(F
1

0

1

0

1

0
dxxqxaq ∫=










 ξ





 ξΦ

Si dimostra che

( ) ( ) ,2U2)(,A
1

0

1

0

2'
1

0

1

0

ξξξλ+










 ξ=Φ










 ξ ∫∫ daqdxxqx q

ossia che l'equazione (IV) è soddisfatta prendendo

( ) ( ) .
1

0

ξξξλ= ∫ dah

Gli integrali (5') saranno quindi

(5")

( ) ( )
)()(

),(D
),,(

),(D

,

0

1

0

2,

0

xbzx
qy
dqqxygdy

qx
dq zyqxq

+=+ ∫∫∫ λ

).,()),(,(D zxpzxqx =

7. L'annullarsi della variazione dell'integrale
( ) ( ) ,,,,,,,

0

0

1

0

1

0

1

0
dzdzp

z
zqzzpzqH

z

∫ ∫








ξξ
∂
ξ∂−










 ξ





 ξ

facendo variare  di  infinitamente  poco  q e  p,  conduce 
evidentemente alle equazioni integro-differenziali (II), e 
quindi alla equazione alle derivate funzionali (III).
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8. È interessante di mettere a confronto i tipi diversi 
di equazioni alle derivate funzionali che si manifestano 
allorché si parte da equazioni alle derivate parziali10 o da 
equazioni integro-differenziali, derivanti, le une e le al­
tre, da questioni di calcolo delle variazioni.

9.  Problemi meccanici  che conducano ad equazioni 
del tipo (II) si presentano, per esempio, allorché si con­
siderano sciami di corpuscoli del tipo di quelli  che si 
presentano nello studio dell'anello di Saturno, che pos­
sono sotto un certo aspetto trattarsi come sistemi conti­
nui senza che fra gli elementi esistano vincoli esprimibi­
li con equazioni di tipo differenziale.

10 VOLTERRA, Leçons sur les fonctions de lignes, chap. III. § 8.
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