Vito Volterra

Sulle equazioni
alle derivate funzionali

www.liberliber.it



Questo e-book €& stato realizzato anche grazie al
sostegno di:

E-text
Editoria, Web design, Multimedia
http://www.e-text.it/

QUESTO E-BOOK:

TITOLO: Sulle equazioni alle derivate funzionali
AUTORE: Volterra, Vito

TRADUTTORE :

CURATORE:

NOTE:

DIRITTI D'AUTORE: no

LICENZA: questo testo e distribuito con la licenza
specificata al seguente indirizzo Internet:
http://www.liberliber.it/biblioteca/licenze/

TRATTO DA: Opere matematiche : memorie e note / Vito
Volterra ; pubblicate a cura dell'Accademia naziona-
le dei Lincei col concorso del Consiglio nazionale
delle ricerche; 4: 1914-1925. - Roma : Accademia na-
zionale dei Lincei, 1960. - 540 p. : ill. ; 27 cm.

CODICE ISBN: non disponibile
la EDIZIONE ELETTRONICA DEL: 1 gennaio 2011
INDICE DI AFFIDABILITA': 1

0: affidabilita bassa

1: affidabilita media
2: affidabilita buona



3: affidabilita ottima

ALLA EDIZIONE ELETTRONICA HANNO CONTRIBUITO:
Catia Righi, catia righi@tin.it

REVISIONE:
Paolo Alberti, paoloalberti@iol.it

PUBBLICAZIONE:
Catia Righi, catia righi@tin.it

Informazioni sul "progetto Manuzio"

I1 "progetto Manuzio" e una iniziativa dell'associa-
zione culturale Liber Liber. Aperto a chiunque vo-
glia collaborare, si pone come scopo la pubblicazio-
ne e la diffusione gratuita di opere letterarie in
formato elettronico. Ulteriori informazioni sono di-
sponibili sul sito Internet:

http://www.liberliber.it

Aiuta anche tu il "progetto Manuzio"
Se questo "libro elettronico" e stato di tuo gradi-
mento, o se condividi le finalita del "progetto Ma-
nuzio", invia una donazione a Liber Liber. Il tuo
sostegno ci aiutera a far crescere ulteriormente la
nostra biblioteca. Qui le istruzioni:
http://www.liberliber.it/sostieni




11
SULLE EQUAZIONI
ALLE DERIVATE FUNZIONALI

«Rend. Acc. Linceiy, ser. 5%, vol. XXIII,, 1914;
pp. 393-399.

1. Nella classificazione dei problemi che dipendono
dai concetti di funzioni di linee, dopo quelli di tipo alge-
brico (equazioni integrali ed equazioni funzionali) ven-
gono le equazioni integro-differenziali e le equazioni
alle derivate funzionali. Fra queste ultime, di speciale
interesse sono quelle che appartengono al tipo delle
equazioni ai differenziali totali, che vennero in modo
particolare studiate; ma conviene segnalarne altre di di-
verso tipo che pure ¢ utile di esaminare. E cio che mi
permetto fare in questa brevissima Nota, limitandomi a
darne degli esempi.

2. Denotiamo con F una quantita che dipende

Vi

da tutti 1 valori di f{x) nell'intervallo 0 , 1, che sia deri-
vabile e non abbia punti eccezionali'. Vogliamo che essa
soddisfi alla condizione

"' VoLtErRrA, Legons sur les fonctions de lignes. Paris, Gauthier-
Villars, 1913, p. 29.
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(1) [ SR Go.E]

0

d = 0,

ove F'|[f (x),t]| denota la derivata di F"f (X)“ eseguita nel
punto &. Troviamo facilmente che la funzione
0 0
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ove con @ si denota una quantita che dipende in modo
/S (x)

arbitrario da f FEE ed ¢ continua derivabile e senza

0
punti eccezionali, soddisfa alla (1). Reciprocamente se F
soddisfa la (1) essa pud mettersi sotto la forma prece-
dente, perché non deve cambiare moltiplicando f(x) per
una costante qualunque.
La (1) rappresenta una delle equazioni del nuovo tipo.

3. Consideriamo

F

e

ove F dipende dal parametro a e dai valori di f{(x) in tut-
to l'intervallo 0, 1 e non ha punti eccezionali. Esaminia-
mo la equazione

@ o Fle sl sl sl = o




nella quale ¢ (& , n) rappresenta una funzione nota delle
due variabili e n, e
Fla. £ (0.

indica la derivata funzionale di F rispetto a f, eseguita
nel punto &.

La (2) rappresenta pure una delle equazioni del nuovo
tipo.

La sua risoluzione puo farsi dipendere dalla risoluzio-
ne della equazione integro-differenziale®

G) ]yl sla.oan,

da s

Posto
2 xx 3 xx

A fa)= a¢(z,n)+"‘2—!¢2(£,n)+ “3—!¢3(z,n)+

ove gli asterischi denotano operazioni di composizione
di 2% specie, la soluzione della (3) ¢ data da

AGa) = {e)+ fafenja)v (e,
essendo (&) una funzione arbitraria.

Ci0 premesso, risolviamo l'equazione integrale
1

SR = v (e [alenta)vn.a)a,

0
nella quale o figura come un parametro costante, e sia

2 Vedi lezioni precedentemente citate cap. XIII.



1

V(&a)= A8 falen ) fln)an,

0
la soluzione.

Il nucleo A& , m | o) si otterra facilmente e sara
3 xx

MEn Ja)= -a¢(£,n)+02—!¢2(E,n)-u3—!¢3(2,n)+

giacché si verifica immediatamente che
1

Menta)eafen o) = -[a{eTap{en jo)d.

Denoti ora ¢

=

il simbolo di una quantita che di-

pende arbitrariamente da tutti 1 valori di 6(x) per x com-
preso fra 0 e 1, e sia continua derivabile e senza punti
eccezionali. Se 0(x) dipendera anche da un parametro o,
@ resultera una funzione ordinaria del parametro stesso.
In particolare si sostituisca, per 0(x) , W(x , a); resultera
allora @ una quantita che dipendera da tutti 1 valori di
fix) per x compreso fra 0 e 1, e sara una funzione ordi-
naria del parametro a, cio€ avremo’

3 Se per esempio prendiamo
1
0] E = J)\ (x)8 (x)dx,
0
ove A(x) ¢ una certa funzione determinata, sara

4

D

i

F

o= -
—

= Il)\ ()Y (x,0 )dx.

{
},UH

Se prendiamo invece



i
Df(x)+ [A(x,n [a)f( )dn%.

(D) Ha foHH

Proviamo adesso che la (I) soddisfa l'equazione (2).
La verifica ¢ molto semplice. Deriviamo O|[0(x)]| per
rapporto a 6(x) nel punto &: otterremo una quantita che
oltre dipendere da 6(x) ¢ una funzione di &. Scriviamola
per semplicita (D'(i). Calcoliamo ora oF. Resultera

! 0
6= [0 '(E)%éf(i)+j (£ 10 Jos e +ja o,
quindi

- ¢'(E)+J'¢'(H)A(H,E [a)dn,

iF . ax(znm)
0 jofv(z)zjo = @,

Onde il primo membro della (2) si scrivera, sostituendo-
vi 1e espressioni precedenti,

DM(&HIG)

(4)I¢(E)dEJ'f(n)anH 0 n)+j [€.010)o(tn)at]

Ma dalla espressione trovata superiormente per A , 1 |

GJ‘Gx

0

[ j W (x, »)8 ()8 (y)dx dy
sara

‘EfHXH 0

= [[rCe¥ (0¥ (r,0)dx dy,

e cosi di seguito.



o) si ricava
M+¢(gm)+JA(E,Z o (2ot = o,

aa |

dunque la (4) sara nulla qualunque siano ®'(§) e f(n), e
per conseguenza la (2) ¢ verificata comunque si prenda-
no ® edf.

4. I procedimenti indicati, come in tutti 1 casi analo-
ghi, possono facilmente farsi discendere dal noto con-
cetto di passaggio dal finito all'infinito, che informa tutti
1 procedimenti dell'analisi a cui appartengono le questio-
ni trattate. E interessante osservare come negli integrali
compariscono delle funzioni arbitrarie di linee.

5. D1 uno speciale interesse sono la equazione

(5) [[F B xlealan - o

in cui F" ¢ la derivata seconda di F eseguita nei

vk

punti e 1, e l'altra analoga
1 11

5)  [Flr@.Etle [ [Plre.EnlHEn)de = o.

ove

F"”f(x)aE ’E] = llnl’I:IEF""JI‘(X)’E 1] ]| .

Esse possono considerarsi come equazioni tipiche corri-
spondenti alle equazioni lineari alle derivate parziali del
2° ordine a coefficienti costanti, € possono rispettiva-




mente chiamarsi equazioni lineari alle derivate funzio-
nali del 2° ordine di 1 e di 2° specie.

6. Supponiamo, nella (5),

Kea)=y ) at @], a4z,

ove le funzioni @y, @, . . ., ¢, sono normalizzate.
Prendiamo la forma reciproca
G(E’n): z iZ sbis¢i(z)¢ s(rl) ) bis = bsi
1 1
tale, cio¢, che

4 00,it s
Z p @by = 0 .
i ol,i=s.

Poniamo
1 11
EIOJOG(E,n)f(Z)f(n \dé dn = p
e cerchiamo le funzioni
6(p)=F

che soddisfano la (5).
Avremo

Vi

Flreot] = 8'0)f Gle.x) flxax

= 8"(p )Il G(z,x)f(x)dxj' Gn,y)f(y)dy+8'(p)G(E.n ),

F'[ (), En]

e quindi



[[Flr@.EnlKiEn)agdn= 28" @)p + b (o).

Se dunque la (5) deve essere soddisfatta, sara

n

(I1) B(r)= Ap 2 +B,
A e B essendo due costanti arbitrarie.

7. Passiamo adesso alla (5'). Potremo sempre suppor-
re H (x , y) simmetrica. Calcoliamo L (x , y) tale da sod-

disfare il principio di reciprocita?, cioé
1

(6) H(x,»)* L(x.y) = - [Hx L. y)E,

0
ammesso diverso da zero il determinante.
Si riconosce facilmente che L (x , y) sara simmetrico,
e che H ed L saranno permutabili di 2° specie.
Poniamo

1 1 1 11
r= jo t jo J) L{E.0) £(¢).£(n)dg dn
e cerchiamo le funzioni
A0, 0o
0T/
che soddisfano la (5'). Avremo
0 ! 0
(7) - 9'(F)Hf(i)+ IL(E,X)f(x)dx%,

* Vedi VoLTERRA, Legons sur les équations intégrales et inté-
gro-différentielles, Paris, Gauthier-Villars, 1913, p. 105.
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D 1
@ Plretallz 0ehns(E)« L x)flx)as

0 U
0+ L) s)ab s olALlEn ).
[ 0 [

Per conseguenza,

£ )de dn

®  [Flre.ge

11
HIE

0 . 0
=8 OLA [ M) AE) fln e g

£ ”L H{E.n d&dn+[L(i,£)dé§.

0

ove
M= H+ 2HL+ HL’+ L+ 2L
in cui si ¢ fatto uso, come precedentemente nel § 3, del-
la notazione che rappresenta la composizione di 2* spe-
cie’.
Ma in virtu della (6), che st puo scrivere
H+ L=-HL,
abbiamo

HL2 = - Ixj2+ H+L:
quindi

> Vedi VoLTERRA, Legons sur les fonctions de lignes, Paris, Gau-
thier-Villars, 1913, p. 179.



M= H-2H-2L-1’+H+ L+ L*+2L=L.
Si ha poi,

1 1

[ [ e e}z an= - [[L.0)+ £,

onde la (8) si scrivera

0= [Flren. HIE.n )& dn =

0

d+ [P f.En]
= 20" (r)r- hO'(r),

ove
1

he [HEE)E.

0
Affinché la (5') sia soddisfatta, bastera dunque prendere

h

(1ID) 0(r)= At B,

A e B essendo due costanti arbitrarie.

Si ¢ cosi riusciti ad ottenere gli integrali (I1) e (III)
delle equazioni del 2° ordine lineari alle derivate funzio-
nali di 1* e di 2% specie considerate, analoghi a quelli sui
quali si applica I'analisi di GRreEn.

8. Dalla (7) segue
0F [ (0. = 0 (rJarle)« [ Flrco.ean]

0

8f(n)dn;



il punto & ¢ quindi eccezionale® e 0'(r) ¢ il coefficiente
differenziale di of(x).

Facendo uso di una notazione adottata fino dai miei
primi lavori sopra questo soggetto’ potremo scrivere

Bl ool =80,

Avremo dunque

0 + [[FLreone]] Mt = 287Gy s (= 1o,
ove si € posto
m= JM(E)a’E.

0
Preso dunque
kem
2 + B

(Iv) F =0(r)= Ar

Vi

con A e B costanti, essa verifichera 1'equazione
1 11

[FLreo.t e [ Blreo.tnJmlen)de dn +

0 00

; j (FLrco.el) Ml e

0

0.

* VOLTERRA, Legons sur les équation intégrales el intégro-diffe-
rentielles, Chap. I, § VII.

7 Sopra le funzioni che dipendono da altre funzioni, Nota 11, §
4, 14. «Rend. Acc. Linc.», 18 sett. 1887. [In queste «Opere», vo-
lume primo, XVII, p. 306].



