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XXX
ENERGIA NEI FENOMENI
ELASTICI EREDITARII'

«Acta Pontificia Acad. Scient.»,
vol. IV, 1940; pp. 115-128.

I. — Una delle principali applicazioni della teoria dei
funzionali ¢ stata da me rivolta allo studio dei fenomeni
naturali che 10 chiamai ereditarii, cio¢ di quelli nei quali
un sistema risente attualmente 1'azione di cause che si
sono esercitate nel passato. La denominazione di eredi-
tario ha incontrato pero qualche difficolta da parte di al-
cuni naturalisti, per 1 quali il concetto di ereditario im-
plica un passaggio da uno ad altro soggetto.

Potrebbe sembrare quindi piu appropriato di sostituire
la denominazione di storico a quella di ereditario, in
quanto si puo ritenere storico ogni avvenimento del pas-
sato. Pero in questa Nota ho continuato a servirmi della
parola fenomeni ereditarii, in quanto essa si ricollega di-
rettamente ad altre Memorie nelle quali avevo gia fatto
uso del vocabolo ereditario. Mutandolo poteva nascere
qualche confusione e 1'ho pertanto conservato.

I sistemi materiali in cui si verificano fenomeni eredi-

' Nota presentata il 19 maggio 1940.
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tarii possono dipendere da un numero finito di parametri
0 possono essere dei sistemi continui. Ai primi ho con-
sacrato vari scritti ed anche ai secondi ho rivolto la mia
attenzione quando ho studiato la ereditarieta nei corpi
elastici.

Pero ¢ solo in lavori piu recenti che ho esaminato la
questione energetica nei casi ereditarii. In una Memoria
pubblicata nel «Journal de Mathématiques»® ho ampia-
mente trattato la questione energetica nei sistemi eredi-
tarii aventi un grado finito di liberta. Nella presente
Nota studio un caso ereditario di sistemi continui: quello
dei solidi elastici dal punto di vista energetico.

In ambedue i casi si giunge ad analoghe conclusioni.

Ora, siccome il procedimento usato per 1 corpi elastici
si basa sopra postulati e impiega metodi ed artifizi che
sono una estensione di quelli adoperati per i1 sistemi
aventi un numero finito di gradi di liberta, per maggiore
chiarezza comincerd dal ripetere brevemente la teoria
energetica pel caso di un sistema avente un solo grado
di liberta e solo in ultimo trattero la questione energetica
per i corpi elastici nel caso ereditario.

Chiamiamo ¢ il parametro da cui dipende un certo fe-
nomeno e denotiamo con ¢ il tempo.

Se noi scriviamo

F(q (1))
avremo una quantita che dipende dal valore del parame-

2 In questo volume delle «Opere, IV, pp. 130-169 [N.d.R].
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tro nell'istante ¢ (istante attuale). Ora

q (-1
¢ il valore del parametro stesso in un istante ¢ — t cio€ in
un istante che ha preceduto di t l'istante attuale, quindi

Ty

(1) I(D(T)q(t-I)dT
0
¢ una quantita che dipende da tutti 1 valori del parametro
¢ in un periodo di tempo di ampiezza T, che precede 1'i-
stante attuale. Essa ¢ una particolare espressione propria
delle quantita che risentono la eredita del parametro ¢
durante l'intervallo di tempo

(t—To, 1).

Analogamente

Ty

ag(t)+ [0 (D)q(z- D),
0
ove a denota una costante, dipendera dal valore attuale
di ¢g(¢) e dall'eredita lasciata da questo parametro durante
l'intervallo di tempo (¢ — T , ?).

Esso sara un'espressione lineare e percio la corrispon-
dente eredita si dira lineare.

Riprendiamo [I'espressione (1); allorché essa denota
un'azione (forza) questa sara acceleratrice se ®(t) sara
positivo, mentre se d(t) sara negativo l'azione sara ritar-
datrice. Inoltre ogni elemento dell'integrale
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d(1)g(t —1)dt

puod assumersi come una componente dell'azione totale e
precisamente puo ritenersi esser quella componente che
dipende dall'eredita del parametro g nell'intervallo di
tempo (¢t — 1 — drt, t — 1). Vedremo tra poco come puod
modificarsi questo concetto dell'azione ereditaria ele-
mentare.

Nelle formule precedenti noi abbiamo tenuto conto
dell'eredita limitatamente all'intervallo di tempo T, ante-
riore all'istante attuale; noi abbiamo cio¢ supposto che
l'eredita vada dissipandosi col tempo, tanto da poter am-
mettere che sia

d(¢r) =0 per t > T,.

In tal caso T, si chiama la durata dell'eredita.

II. — In questo paragrafo, come ho annunziato prece-
dentemente, riprenderd brevemente la teoria energetica
nel caso di un sistema avente un sol grado di liberta.

Immaginiamo un sistema meccanico o avente un sol
grado di liberta, la cui configurazione sia quindi indivi-
duata da un solo parametro ¢. I piccoli movimenti spon-
taneil nel noto schema vibratorio di un tale sistema di-
penderanno dall'equazione differenziale ben nota

d’q(t), >
——taq(t)=0.
0 q(t)
Se noi supponiamo che la forza viva o energia cineti-
7
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ca del sistema sia
o e
e il potenziale delle forze interne sia
P=-E=-%adq’
I'equazione delle forze vive avra la forma
dT+E)=0,
ossia
T + E = cost.,

ed E = ' a’q” esprimera l'energia potenziale interna del
sistema.

Se il moto anziché libero sara forzato, l'equazione
fondamentale si scrivera

@) d%mfwrmn

denotando Q(¢) la forza esterna ed in questo caso avre-
mo

d(T+E)=Q dt.

Questa equazione dice che il lavoro delle forze ester-
ne va impiegato ad aumentare I'energia totale del siste-
ma, cio¢ la somma della forza viva (energia cinetica) e
dell'energia interna (energia potenziale). Supponiamo
ora che il sistema sia soggetto ad azioni interne eredita-
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rie, ¢ per considerare il caso piu semplice supponiamo
ch'esse siano azioni ereditarie lineari. Dovremo allora
aggiungere l'azione ereditaria al termine a’q che figura
nel primo membro. Come abbiamo detto precedente-
mente, questa azione ereditaria potra scriversi

Ty

[0 (Dq(- D,

0
supponendo l'eredita di natura invariabile col tempo e
supponendo che T sia la sua durata.

Dovremo ora ammettere quest'azione ereditaria acce-
leratrice o ritardatrice? E facile persuadersi che essa
opera in senso opposto dell'azione interna a’q(f) in
modo che, come equazione generale da sostituirsi alla
(2), dovremo assumere

@ s g+ o g i = Qo

0

ove O(7) € una quantita essenzialmente negativa. Si pon-
ga ora
Ty
a’+ jCD (Wdt = m
0
e l'equazione precedente diverra

@) L g [0 Olg- - ek = Q).

Un semplice ragionamento ci porta a concludere che
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m ¢ positivo altrimenti ¢ non cambierebbe o crescereb-
be.
Consideriamo il funzionale

E =

p

ma* (0= 5 [0 Ola)- - 1

N | —

il suo differenziale potra scriversi

maBg(0)- [0 M)~ gl D]drdg+

£ 10 Mg~ qt- Dbg(e- 1)dr.

Il primo termine ¢ il prodotto della forza totale inter-
na attuale cambiata di segno per il differenziale dg()
dello spostamento attuale. Potremo dunque chiamare —
E, il potenziale dell'insieme di tutte le azioni interne.

Ep ¢ un funzionale il quale dipende dallo stato attuale
del sistema e da tutti gli stati che ha attraversato il siste-
ma nell'intervallo di tempo T, che ha preceduto l'istante
attuale. Ora dal punto di vista ereditario il sistema si tro-
va nelle stesse condizioni in due istanti diversi quando,
non solo 1 parametri che definiscono lo stato del sistema
hanno gli stessi valori nei due istanti, ma sono rispetti-
vamente uguali tra loro anche 1 valori dei parametri stes-
si nei due intervalli di tempo d'ampiezza T, che prece-
dono 1 due detti istanti.

Ep ¢ dunque un funzionale che riprende il valore ini-
ziale allorché il sistema ritorna, dal punto di vista eredi-
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tario, nelle stesse condizioni iniziali. Nella equazione
(3) la forza interna attuale ¢ scritta sotto la forma

- mg(t)+ [0 (M]q()- gl D]dt;

ora quest'espressione puo interpretarsi dicendo che il
contributo di forza interna attuale proveniente dal tem-
puscolo (t, T + dt) ¢ dato da d(t) [¢q(¢) — g (t — T)]dT Os-
sia ¢ proporzionale alla differenza tra il valore attuale
del parametro ¢ ed il suo valore nell'istante ¢ — 1. Cio
modifica il concetto di azione elementare ereditaria che
avevamo precedentemente esposto. Fu appunto questa
modificazione del concetto primitivo di contributo ele-
mentare ereditario, al quale abbiamo gia alluso prece-
dentemente, che diede luogo alle piu feconde conse-
guenze.

Noi abbiamo detto che ®(t) deve assumersi negativo,
ma vi ¢ da ricordare un'altra ipotesi sopra questa quanti-
ta. Siccome l'azione ereditaria tende ad estinguersi col
tempo, cosi il valore assoluto di ®(t) deve andare conti-
nuamente decrescendo col crescere di T quindi potremo
scrivere

O(1)<0 , (0<1<Ty , D(Tp)=0 , D'(v)>0, (0<t<Ty).

Riprendiamo I'equazione (3'). Se noi vogliano ottene-
re il lavoro della forza esterna Q durante il tempuscolo
dt dovremo calcolare

Q(A)q(9)dt
11
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e questo si esprimera sotto la forma
Ty

¢"(0q ()t + mg(t)g' (O - ¢' (1) © (D]g(1)- q(t- Dl

I primi due termini, come risulta ovviamente dall'ana-
lisi che conduce al principio delle forze vive, sono due
differenziali esatti e cio¢ insieme formano

d'a[q () +mg*(D)].
Il terzo termine non ¢ un differenziale esatto ma diffe-
risce da

I 2 0
dg- ljw Ola)- q(t- V] diE
0 29 0

per la quantita

dt ¢(r>[q(r> - 0] LD

Ora quest' espress10ne puo scriversi

dlDl]J:O(D (T)d[q(t)_ q(t- T)lzd-[
29 di

e, con un'integrazione per parti, osservando che
OTH0 ,  [gD)—qlt—D)]o=0
si trasforma in
- dr%}ofv '@lg(0)- qt- D]'dr,
0
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onde otterremo finalmente

d@zq%m g (1) ¢(T>[q(r) g(t-D)Pdr +

4o gt gte- TWTE = Q0)dq(2).
E siccome (vedi (1))
L oon- 1o, 1b 2
20O omg (r)-;{)m(r)lqa)-q(z-r)l di= E
€ possiamo porre

Bos [0 Ola- g0 e
avremo
d(T+E,) + Esdt = Q()dq(t).

Ora E; ¢ una quantita positiva, dunque il lavoro delle
forze esterne supera sempre l'incremento della quantita

T+E,.
Se noi scriviamo T + E, = E,, ed integriamo tra due
tempi ¢ € t,, dall'equazione precedente risultera
t
E,-E,+[Edt=L

ove E,, e E}, sono i valori di E,, ai tempi #, € t,, e il lavo-
ro delle forze esterne ¢ L.

13
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E questa l'equazione fondamentale energetica che vo-
levamo stabilire.

Chiamiamo per definizione E, l'energia potenziale in-
terna ed E,, I'energia meccanica. Si avra allora il princi-
pio energetico:

1l lavoro delle forze esterne oltrepassa sempre la va-
riazione dell'energia meccanica di una quantita positi-
va. Se L ¢ positivo questa legge puo enunciarsi:

1l lavoro delle forze esterne non si trasforma comple-
tamente in energia meccanica ma resta sempre una par-
te residua positiva del lavoro stesso che non si trasfor-
ma in energia meccanica. Se mancano forze esterne (e
quindi L = 0) l'energia meccanica diminuisce costante-
mente, e, se il lavoro delle forze esterne e negativo, l'e-
nergia meccanica si trasforma solo in parte in lavoro
esterno.

III. — Passiamo adesso al caso della elasticita e an-
nunziamo subito che alle ipotesi precedenti d(t) < 0,
®@'(1) > 0 (vedi § 1) noi sostituiremo le ipotesi che la for-
ma

6 6
z rz 5¢ rsE rE K
1 1

sia negativa e la forma

NS

g PN
g PN

r
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sia positiva.
Chiamiamo u;, u,, us le componenti degli spostamenti

dei punti d'un corpo elastico secondo gli assi xi, x,, x3 €
chiamiamo

fzy, sl (= Yy s Lo
1 11 6x1 ) 2 22 6x2 >
0 u, du, du,
= - —2 = - = 2
Sy dw 0w sy b S
Vs =V axl ax3 ) Vo= VY12 ax2 axl

le caratteristiche delle deformazioni (strain), mentre rap-
presentiamo colla forma

1 6 6
F= =% ) sa.,y,
2 1 1

il potenziale elastico quando manchino forze ereditarie.
Se queste invece sussistono assumeremo come poten-
ziale elastico al tempo ¢

o = z z PRROROL

N | =

' %ii i O, v, - 0)

v, (&)= y, (- D]t = F+ v

ove Ty ¢ la durata della eredita e la forma

15
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DR RS

¢ una forma definita negativa che si annulla per t = T,.
Denotando con

LW=tn , L=ty , =l , 1~13=13; , 5=131=13 , Le—t12=121

le caratteristiche delle tensioni avremo nel caso eredita-
rio

0
(1) = —
0,:(2)
e le equazioni delle vibrazioni elastiche saranno
d’u, it, 0t, 0t
L. gy T2 L 78 )
) p% dar’ X]H dx, 0x, 0x,

(@) -
X; = t,cosnx tt,cosnx,t {,CoSnx,

1

ove le y; sono le componenti delle forze di massa, p la
densita del corpo, X\’ le componenti delle tensioni su-
perficiali n la normale esterna al contorno o dello spazio
S occupato dal corpo elastico.

Dalle (4) siricava

3 d*u. du, du, 3 du, 6 ,
L -y —LHJS- © g = t.—LdS.
) LZ "pEdﬁ a * dt% J;Z A @ JZ N

Ora poniamo
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6

R I R RCR R (ROSROR)

con che
Ty
= J A dt

0
si avra
§ad g 00t GIF 00 ],
U dt dy,(r) dt dy,(r) dt ax (0) dt

=£*IOZ6 0 fdly@- v, ), dre-og,
de )& "oly,0)-v,¢- 00 dt dt [
_dF v ST A dy,(t- 0
Cdrdi LZ iga(vi(t)-vi(t-r)) du Hdt
_do vE L 28 dly, (- v,- )0,
i +LZ Blr0- 7,6 9] dr e
_do Pld 1 ¢ o RPN
P iy N SR G ACER A AU Al
Poniamo
1T06
SETIN 2 v, -y, @ Olly,0-y,- Ol @)

e teniamo conto che la forma

6

33 AL O,

1

si ¢ supposta definita positiva. Inoltre, siccome

(Pr S(TO):Oa
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risultera
Ty
Iﬂdr =0
A
e quindi
6
z t i - ﬂ— X,
. dt t
onde, ponendo
T=— I et ] ds,
2 0dt [

S
I'equazione (5) si scrivera

d 3 du
T-0 )+ X= — () 22,
d( )+ Z oY, dS+ Z X!

Moltiplicando per df avremo
(6) dT-®)+Xdt= £

essendo
B 3 du, > o) du,
_LZ pXi_dtdS+-£Z X! _dtdc

il lavoro eseguito dalle forze esterne nel tempo dt. Chia-
miamo per definizione — ® la energia elastica del corpo.
Avremo dunque che il lavoro eseguito dalle forze elasti-
che si trasforma in parte in forza viva dT in parte in
energia elastica — d® ed in parte (ydt) si dissipa.
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Se mancano le forze esterne la (6) ci da
d
—(T-0)<0
dt( )

e quindi

T-0
ossia la energia del sistema andra continuamente dimi-
nuendo. Il moto non potra cessare ad un dato istante. In-
fatti se 1l primo istante nel quale tutte le velocita fossero
nulle incominciasse al tempo ¢ non potrebbero essere
tutte nulle le y,(¢) — y:1(z — 1) (0 <1 <T) quindi

d(T-0)
dt

<0

il che prova che tutte le du/dt non potrebbero essere
nulle nell'istante ¢.
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